MATEMATICAS II (PAU SETEMBRO 2010)
OPCION A

1. a) Pon un exemplo de matriz simétrica de orde 3 e outro de matriz antisimétrica de

orde 3.
1 0 1
A=[0 3 2| matrizsimétrica de orde 3 (M=M")
1 25
0 -2 5
A=| 2 0 3| matriz antisimétrica de orde 3 (M =-M")
-5 -3 1

b) Sexa M unha matriz simétrica de orde 3, con det(M)= - 1. Calcula razoando a
resposta, o determinante de M+M/, sendo M' a matriz trasposta de M.

M simétrica — M = M"
M+M'=M+M=2M
det (M +M"') =det (M) =2° det M) =-8

¢) Calcula unha matriz X simétrica e de rango 1 que verifique:
X 1 —-1|_(2 -2
2 -2/ 10 O

X simétrica — X es de la forma (Z ]Z)

X de rango 1 — los vectores (a, b) y (b, ¢) son proporcionales. Por tanto:

(b,c)ZX(a,b)H{iziZ

Por tanto, tomando ¢ = Ab, la matriz X resulta: (Z )Lbb)
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Ahora, tenemos que X tiene que verificar:

a b1 —1)_[2 —2) L a+2p=2
b AbJ\2 =2) \0 O b+2Ab=0
b=0
De la segunda ecuacion obtenemos que  b(1+24)=0 4 |, _ 0 1=—L

Si A= ,como b=Aa ,laprimera ecuacion resulta:

2
a+ 2(761)2022 Por tanto, A no puede tomar ese valor ya que no verificaria la

primera ecuacion.

Tomamos b=0 . Obtenemos sustituyendo en la primera ecuacion que a=2 . Por tanto,

la matriz X resulta:

i

2. Dadaarectar: x+ y+z—3=0
3x+ 5y+ 3z—7=0

a) Calcula a ecuacion xeral do plano mn perpendicular a r e que pasa polo punto

P(2,-1,-2).

(1,1,1) es el vector normal al primer plano que determina la recta, y por tanto, perpendicular a la

direccion de la recta, por estar ésta contenida en el plano.

(3,5,3) es perpendicular al vector director de la recta por ser vector normal del segundo plano.

Por tanto, el plano = :

x—2 13
y+1 1 5|=—2x+2z+8=0
z+2 1 3
La ecuacion del plano es por tanto: m: —x+ z+ 4=0
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b) Calcula o punto Q no que r corta a w. Calcula o angulo que forma o plano © con

cada un dos planos coordenados.
Resolvemos el sistema:
x+ y+z-3=0 — 3x+3y+3z-9=0

3x+ Sy+3z—-7=0 -
— X+ z+ 4=0 3x+ Sy+3z—7=0

—2y—-2=0->y=-1
Sustituimos en la primera ecuaciéon y=—1 vy le sumamos la tercera:

x+z—4=0

—x+z+ 4=0 X—4=02x=4

2z=0->z=0

Por tanto, el punto Q en el que se cortan es: Q = (4, -1, 0)
Calculemos el angulo que forma el plano con cada uno de los planos coordenados:
* Conel plano x =0:

El plano x = 0 tiene como vector normal  v;=(1,0,0) y el plano = tiene como vector normal al
vector #W=(—1,0,1) . Por tanto, el angulo que forman estos dos planos es:

cos (v, )= 11+ 0.0+ 0.1 :L_:\/_2 - azarcos(ﬁ)=45°
J(=1P+ 0%+ 12412+ 02+ 0> V2~ 2 2
* Conelplanoy=0:
Este plano tiene vector normal V), =(0,1,0) . Por tanto:
cos (v, W)= 0.~ 1+ 1.0+ 0.1] =0 = a:arcos(ﬁ):90"
V(=14 0+ 12702 124 0° 2

* Conelplano z=0:

El vector normal a este plano es  7;=(0,0,1) . Por tanto:
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.o 0.— 1+ 0.0+ 1.1| 1 _V2 V2
cos(v,, w)= =—=—— > o=arcos|—)=45°
(5, %) =17+ 0+ 12V + 0+ 17 V2 2 ()

3. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
lim f(a+ h)— f (a)
fla)=——p

La derivada de una funcidn en un punto es la pendiente de la recta tangente 4 la funcion en ese
punto:

Y &
P
I
o | -
0 // a X
/ f'(a) =tg o
b) Calcula: lim ere —22c0sx
x>0 sen(x’)
Aplicando L'Hdpital:
. e'+ e —2cosx i e"—e "+ 2senx —yi e+e +2c0osx _4 _y
im =lim —=lim - - —=—=
x»0  sen(x’) x»0  2xcos(x’)  x»0 2cos(x’)+ 4x’sen(x’) 2

4. Debuxa e calcula a drea da rexién limitada pola graficade y=—x"+1 e asrectas
tanxentes a parabola co eixo OX. (Nota: para o debuxo das graficas, indicar os puntos
de corte cos eixos, o vértice da parabola e concavidade ou convexidade).
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Los puntos de corte de la parabola con el eje OX son :

—x+1=0 = x=xI

Las rectas tangentes a la parabola en estes puntos son:
y=2x+2
y=-2x+2

Como la parabola es simétrica respecto del eje OY, las regiones que quedan a ambos lados de este
eje tienen la misma area. Por tanto, basta hallar la region encerrada por el eje OY, la parabola y la
recta tangente en x=1 y multiplicarlo por 2. Para hallar esto, calculamos el area que encierra la recta
tangente con el eje OX y le restamos el area que encierra la parabola:

A=2<j <—2x+z>dx—j (x4 1)de)=2((—+ 2}~ T ol =21 (G )= 2

OPCION B
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1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacion lineais

mx+ y—2z=0
x+ y+z=0
X—y+z=m

La matriz del sistema (A) y su matriz ampliada (A') son:

det(A)=2m+ 4=0 > m=-2

Entonces, si m#—2 ,rg(A)=rg(A") =n°incognitas, el sistema es compatible determinado.

Si m=—-2 ,rg(A)=2,1g(A') =3, por tanto, el sistema es incompatible.

1
# A)=2
1|70 re(4)
-2 1 0
1 1 0#0 rg(4")=3
1 -1 -2
b) Resolveo, se é posible, para os casos m=0 e m=-1
. m=0

El sistema es homogéneo y por tanto (0,0,0) es una solucion del sistema que serd la tnica por ser el
sistema compatible determinado.

. m=—1

-1 1 =2 0 -1 1 =2 0 -1 1 =2 0 —x+ y—2z=0
1 1 1 0 - 0 2 -1 0 - 0 2 -1 0 - 2y—2z=0

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 0 0 -1 -1 —z=—
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z=1 = y:% > x=

2
- . -3 1
La solucion del sistema es (7 5,1 ) .
x=3-34 B
2. Dadas asrectasr: < y=—4 1 ; s: 4x—3y 12_—0
Z=—6 S5y—4z—4=0

a) Estuda a sua posicion relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte e o angulo que
formanres.

Escribimos las ecuaciones implicitas de la recta r:

A= 3;)6
1 - —4x+ 3y+ 12=0
7L=Ty z—6=0
z=—6

Hallamos el rango de la matriz de coeficientes:

4 -3 0
10 5 -4
A= -4 3 0
0 0 1
0 5 —4
—4 3 (0 |=20#0 Portanto,rg(A)=3
0 0 1

Determinamos ahora el rango de la matriz ampliada:

4 -3 0 12

o 5 -4 4
A=1_4 3 0 -2
o 0 1 6

La primera fila es -1 por la tercera fila, por tanto, al ser proporcionales, el rango de la matriz
ampliada es 3.

Tenemos asi que rg(A)=rg(A')=3. Por tanto, las rectas son secantes. Hallemos el punto de corte:

z=—6 > S5y+24—-4=0 > y=—4 > —4x—12+12=0 > x=0

Por tanto, el punto de corte de las rectas es: P= (0, - 4, - 6)
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Ahora, el dangulo que forman dos rectas, es el angulo que forman sus vectores directores. Hallemos
entonces el vector director de la recta s:

ij ok L.
v=4 -3 0|= 12i+16j+20k = (12,16,20)
0 5 -4

Dividimos por cuatro y obtenemos que el vector director de larectaes  v=(3.,4,5)

El vector director de larectares w=(—3,—4,0) .Asi:

2

=916+ 0] __ 25 1 _
V3% 424 52 (=3)+ (—4)+ 07 J(50)v25 V2 2

cosa—=

Por tanto, el angulo que forman las dos rectas es a=45°
b) Calcula, se existe, o plano que as contén.

Sabemos que el plano pasa por el punto P = (3,0,-6) ya que es un punto de la recta r y tiene como
vectores directores a los vectores directores de las rectas que son  j=(—-3,-4,0) ¥ v=(3,4,5)

. Por tanto, la ecuacion del plano viene dada por:

x—=3 =3 3
y =4 4/=—20x+ 60+ 15y=0
z+6 0 5

Por tanto, la ecuacion del plano viene dado por 7: - 4x + 3y + 12 =0.

, ., X .
3. Debuxa a grafica da funcion  f (x)= — estudando: dominio, puntos de corte cos
x—

eixos, asintotas, intervalos de crecemento e decrecemento, maximos € minimos relativos,
puntos de inflexion e intervalos de concavidade e convexidade.

Dominio:

D) =E - {2}

Puntos de corte con los ejes:

x=0 > y=0
y=0 > x=0
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Por tanto, la funcién solo corta a los ejes en el punto (0, 0).

Asintotas:

La funcion tiene una asintota vertical en x = 2:

lim f(x)=—c0
x=2
lim £ (x)=+ oo
x=2%¢

Asintotas horizontales:

lim f(x):oo

x> +o0

La funcidn no tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas:

2
1imM:hm X
x> X x>0 X —2X
2 2 2
lim ( f(x)—x)=lim —*——x=lim X=X *2X _,
x> X X— x> X—2

Por tanto, la funcion tiene una asintota oblicua y = x + 2.

Intervalos de crecimiento vy decrecimiento:

f’(x)=x2_4x—0 > {x:()

(x—2)2_ x=4

Maximos. minimos, puntos de inflexién v concavidad v convexidad:

fx)=

(x=2)°
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La derivada segunda no se anula en ningtin punto, por tanto, la funcién no tiene ningiin punto de
inflexion.

Maximos y minimos:
En el punto x = 0:

£""(0)< 0 Por tanto, f tiene un maximo en el punto (0, 0).
En el punto x = 4:

f"'(4)>0 Por tanto, f tiene un minimo en el punto (4, 8).

Concavidad y convexidad:

f'(x)<0 f(x)>0

Por tanto, la funcion es concava en el intervalo (—00, 2) y convexa en el intervalo (2, 00)




MATEMATICAS II (PAU SETEMBRO 2010)

4. a) Calcula fxln(1+ x*)dx .

1
Hacemos un cambio de variable =1+ x" = df=2xdx = xdx :5 dt . Asi:

fxln(1+xz)dx:%fln(t)dt:%(tlnt—t)

u=Int = duztldt
dv=dt => v=t

Deshaciendo el cambio:

fxln(1+ xz)dx:%(ﬂnt—t)Z%((H xz)ln(1+ xz)—(l"' xz))

b) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do calculo
integral.

Si f es una funcidn continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces existe un numero z € [a, b] tal
que:
b

| f(x)dx=f(z)(b—a)

a

b
Considerando a f(x) > 0, en todo punto de [a, b] se tiene que f f(x)dx es el area de la region

encerrada por la curva f(x), las rectas x = a, x = b y el eje OX. Entonces, el teorema del valor medio
establece que existe un namero z € [a, b] tal que la area del rectdngulo ABCE, cuyas dimensiones
son f(z) de altura y (b — a) de ancho es igual al area de la region encerrada por f(x), las rectas x=a,

x=b y el eje OX.

T¥ » = Fix)

=)l
: C

11
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