MATEMATICAS II (PAUU XUNO 2011)

OPCION A

1. a) Sean C,, C;, C; las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una
matriz cuadrada M de orden 3 con det (M ) = 4. Calcula enunciando las propiedades de los

determinantes que utilices, el determinante de la matriz cuyas columnas primera, segunda y

tercera son, respectivamente, - C,, 2C, — C;3, C, + C.

(Det (- C,,2C, ~C;, C, + Cy)?

C,~C, -1.C, 2.C, 2.C, - C, C,+G,
(C1>C2:C3) - (Cz,CI,C3) - ( - C25C15C3) - ( - Cz: 2C1’C3) - ( - Cz: 2C1 - C3,C3) -

—(-C,,2C,~C3,C, +Cy)

Por tanto:
De‘t(-C2,2C1 —C3, C2+C3)=-(-2.Det(M))=2. Det (M) =8

a 00
b) Dada la matriz A=|b 1 0| , calcula todos los valores de a 'y b para los que A" =
0 01

A, siendo A'la matriz traspuesta de A.

1
a 00 a b 0 1
Ail: _E Lo :At: 01 0 = ;:a =4 1:212 < a==]1
a 0 0 1
0 0 1

2. a); Son coplanarios los puntos A(1,0,2), B(0,-1,1), C(-1,-2,0) y D(0,2,2)? Si existe, calcula la

ecuacion del plano que los contiene.



MATEMATICAS II (PAUU XUNO 2011)

AB=(-1,-1,—1)
> Son vectores linealmente dependientes.

. AC=24B
AC=(-2,-2,-2)

AD=(-1,2,0) A B C

i)—>

Por tanto: AD

-1 -2 -1

-1 -2 2|=0 .

1 -2 0 Los puntos son coplanarios.

El plano tendrd como vectores directores los vectores AB y AD y pasa por el punto A. Por
tanto, la ecuacion del plano viene dada por:

x -1 -1
y—2 —1 2|=2x+y—3z+4=0
z—2 -1 0

Ecuacion del plano: 2x +y —3z+4 =0

b) Calcula la ecuacion general y las ecuaciones paramétricas del plano que es
perpendicular al plano a: 2x + y — 3z + 4 = 0 y contiene a la recta que pasa por los

puntos P(-1,1,2) y Q(2,3,6).

T n,=(2,1,—3)

B
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PO=(3,2,4)  vector director de la recta.

Por tanto, los vectores directores del plano son PQ yn, , el plano pasa por el punto Q. Asi, la
ecuacion del plano viene dada por:

x—=2 2 3
y=3 1 2|=0 — 10x—17y+ z+ 25=0 ecuacion general del plano.
z—6 -3 4

Las ecuaciones paramétricas vienen dadas por:

x=2+2A+3p
y=3+A+2pn donde A, p son nimeros reales.
z=6-31+4pn

3. a) Enuncia el teorema de Rolle . Calcula el valor de k para que la funcién f(x) = x* — kx +10
cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2,0] y para ese valor determina un

punto del intervalo en el que se anule la derivada de f(x).

TEOREMA DE ROLLE : f es una funcidn continua en [a , b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b),
existe algin punto c € (a, b) tal que f'(¢c ) =0.

f(x) =x* -kx + 10
f(2) = 4 =k = f(0)

f'(x)=3x’~k=0 o 3x’=k © x= Z[—2,0]

X =

=
o™

Por tanto, x=—
V3

b) Calcula el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
()=
X +1
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x*—1 x> 1 x* 1
2 2 >0 < 2 > 2
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

& x>1 o x€(—w, —-1)u(l,»)

Por tanto, el dominio de definicién de g (x) es: D=(—o0,—1)U(1,)

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

2
g(X)=1n(X2_1)=1n(x2—1)—ln(x2+1) = g,(x)=2>2< _2’2‘
X+ 1 x’—1 x°+1
g'(x)>0 = S x’+1>x’~1 o 1>—1 Estose verificasiempre,

2 2
x =1 x™+1
por tanto, g'es positiva en todo el dominiode definicion y por tanto g es una funcion

creciente en todo su dominio.

4. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la grifica de la parabola f(x) = x> - 2x + 1,
su recta tangente en el punto (3,4) y el eje OX. (Nota: para el dibujo de la grafica de la

parabola, indica los puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad).

Hallamos la recta tangente en el punto (3,4):
f'(x)=2x-2=0 < x=1

S'(3)=4
y—4=4(x-3) o y=4x-8

Hallemos los puntos de corte de la parabola con los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad
para representarla:

x2=2x+1=0 & x=1

x=0 & y=1

Los puntos de corte con los ejes son: (0,1) y (1,0).

El vértice viene dado por la formula X :z: 1 . Por tanto, el vértice es el punto (1, 0).

Estudiemos ahora la concavidad o convexidad de la parabola:

f' (x) =2 >0, por tanto, la pardbola es concava.

Representamos ambas funciones y vemos la region que delimitan con el eje OX:
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El punto de corte de la recta con la parabola:

_ 6+36-36

4x—8=x"-2x+1 & x'—6x+9=0 o x—#ZS El punto de corte es el punto

(3,4).

Abhora, para hallar la regiéon debemos descomponerla como dos regiones, de la siguiente forma:
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r )C3 2 : 8 1 1
Rl \ll' X —2X+ 1 dx= [?—x +x]1=§—4+ 2—<g—l+ 1>:§
3 3

3 3
R,= f x —2x+1)d I(4X 8)dx= [?—x+x] [2X2—8XE:l
2 2

) 3
Por tanto, el area que encierran la curva, la recta tangente en el punto (3,4) y el eje OX es:
2
A=R+R,==
1 2 3
OPCION B

1. a) Discute seguin los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

mx -2y +2z =1
2x+tmy+z=2

x+3y—-z=m

m =2 2 m =2 2 1

A=[2 m 1 A'=l2 m 1 2

1 3 -1 1 3 -1 m
m=1

|d|=—m"—5m+6=0 < mzw
m=-6

JRango de A'?

-1
2 2 | 3B )

m 1 2 =—2m’-3m+5=0 < m=—"©0>"""

3 —1 m 4 m=-5/2

m =2 1 m=1
2 m 2=m3—3m+2:(m—1)2(m+2):0
1 3 m

m=-2
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21 244-4

m
2 1 2/=Em-2m+1=0 & m= =1
0 2

-1 m

Por tanto:
1. Sim=1,rg (A)=rg(A") =2 <3 El sistema es compatible indeterminado.

2. Sim=-6,1rg(A)#rg(A") El sistema es incompatible.
3. Sim#1,-6,rg(A)=rg(A') =3 El sistema es compatible determinado.

b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el caso m = 1.

1 -2 2
A=2 1 1
1 3 -1

Para m=1, el determinante de la matriz es 0, por tanto, una de las ecuaciones es combinacion lineal

de las otras.

P 2

=—3%0
2 1

Por tanto, ¢l sistema resulta:
x+2z=1+2y
2x+tz=2-y

Resolviendo el sistema por Cramer:

I+2y 2
= 2—y 1 :4y—3 :3—4y
-3 -3 3
1 1+2y
2 2=y |_5
S T g
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3—4A 5
3 s

Solucion: x=

2. a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,2,-3) y es perpendicular a la
recta:

2x+y+2=0

3x -z+1=0

La recta r viene dada como interseccion de dos planos:

-

n
A . Los vectores n y n' son ambos perpendiculares a la recta,
por tanto, seran vectores directores del plano
perpendicular a la recta.

v W
A‘ =(2,1,0) ., 7'=(3,0-1)

Asi, la ecuacion del plano perpendicular a r y que pasa por el punto P(1, 2, -3) viene dada por:

— 3
— 0 [=—x+2y—3z—12=0
-1

S = N

x—1
y—2
z+ 3

Es decir; m:x—-2y+3z+12=0

b) Calcula la distancia d del punto Q(-1, 0,-2) al plano B: x — 2y +3z + 12 = 0. Calcula si

existe otro punto de la recta r que también diste d del plano .

La distancia de un punto a un plano viene dada por:
‘ax0+ by,+ czy+ d

- \/a2+ b+

dist(P,B)
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|-1-23+12| _ 5
Vi+4+9 14

dist (Q,B)=

5
Hallemos ahora otro punto de r que diste \/1:4 del plano B.

Un punto de r es de la forma: P=(x¢, - 2xo—2, 3o+ 1)

2X0+y0+2=0 ) yO=-2X0—2
3X0—Z0+1:0 ) ZOZ3X0+1

x,—2(=2x,—2)+3(3x,+ 1)+ 12 5
d(P,ﬁ):‘ . . N, . ‘:Jﬁ & |x,=2(=2%,=2)+ 3(3x,+ 1)+ 12|=5

o |l4x,+19]=5 < 14x,+19=5 ; x,=—1
l4x,+ 19=—5 ; x,=—12/7

) . —-12 10 =29

Por tanto, el otro punto de la recta que dista lo mismode Bes P 2(—7 T —7)

3. En una circunferencia de radio 10 cm., se divide uno de sus diametros en dos partes que se
toman como diametros de dos circunferencias tangentes interiores a ella. ; Qué longitud debe
tener cada uno de estos dos diametros para que sea maxima el area delimitada por las tres

circunferencias (region sombreada)?

El 4rea de la circunferencia grande es: m.r* = 100

2
El 4rea de la circunferencia C,es: (;—)

20—x |
2

El area de la circunferencia C, es: Tl?(

Entonces, el area de la region sombreada sera:

A(x)=100m—x L 2—7c 20— x 2:_—ﬂx2+ 10x 7t
2 2 2
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A'(x)=—nx+10n=0 < ax=10mr < x=10

Por tanto, los didmetros de las circunferencias deben tener una longitud de 10 cm para que el area

sombreada sea maxima.

4. a) Define funcion derivable en un punto. Calcula, si existen, los valores de a y b, para que

1—x

si x<0
X

sea derivable la funcion f (x) = e
X+ ax+b si x>0

f(xo"' h)_f(xo)

Se dice que f es una funcion derivable en x, si existe  f'(x,)=1lim

h=>0 h
Calculemos los valores de a y b para que la funcién f(x) sea derivable:
1-h |
h h
£1(07 )= lim f0+0)=F(0) _yim € _ i —l_h_he
h=0" h h=0" h n>o- h.e

Aplicando L 'Hopital :

£1(07 )= lim ===
ns0- € —h.e
J— 2 —
£(0 )= tim LOFR=SO) W ahtbb o hha) L
h0 h A0 h W0 h K0

Por tanto, para que f sea derivable, f'(0” )=f'(0" )J=a=—2 y b cualquiera.
b) Define integral definida de una funcion. Calcula | x*cosxdx.

Llamamos integral indefinida de una funcion f(x) a la funcién F (x) :f f(x) tal que F'(x) = f(x).

2 2 2 2
f X .cosx dx=x"senx— f 2x senxdx=x"senx—2 f X senx dx =x" senx+ 2Xcosx —2senx

u=x"= du=2xdx
dv=cosxdx = v=senx

10
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* f x senx dx=—Xx cosx+ f cosx dx =—x.cosx+ senx

u=x-=>du=dx
dv=senx > v=—cosx

11



